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2 ESPACIOS VECTORIALES

2.1 DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL, EJEMPLOS Y
PROPIEDADES

2.1.1 DEFINICION

Dado un cuerpo IK y un conjunto no vacio U cualquiera, conside-
ramos dos operaciones definidas sobre él:

1. Ley de composicién interna

UxU - U

u,v) —— u-—+.
(u, )

2. Ley de composicion externa

KxU —=— U
(A u) — A-u.

El conjunto U tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo
IK si y solo si se verifican las siguientes propiedades:

1. (U,+) es un grupo abeliano.

(a) Vu,v,w eld (u+v)+w=u+(v+w).
(b) Vu,veld u+v=v+u.
(c) 30, € U (elemento neutro) tal que

VueUd 0,+u=u+0,=u.
(d) Vueld 3T —uel (elemento opuesto) tal que
u+ (—u) = (—u)+u=0,.
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2.V pelKVueld A-(p-u)=A-p)-u.
3 Vueld 1-u=u.
AV \pelK Yuveld

A4+ p)-u=Xu+p-u,
A(ut+v)=A-u+A-v.

Los elementos del conjunto U se denominan vectores y los elemen-
tos del cuerpo IK escalares.

EJEMPLOS: Los ejemplos mas caracteristicos de espacio vectorial
son el plano, IR?, el espacio tridimensional, IR?, y en general, IR,
todos ellos con las operaciones habituales de suma entre vectores
y producto por escalares:

<$17"'7$n)+<y17"'7yn):<$1+y17"'7$n+yn)
A (21, my) = (A2, A xy).

2.1.2 PROPIEDADES

Dado un espacio vectorial U sobre un cuerpo IK, se verifican las
propiedades:

LVYueld 0-u=0,.
2.VAelK A-0,=0
3.VAelK Vuel
Au=0,=A=0 o u=0,.
4V AeIK Yueld (=N -u=—-(A-u).

u-
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NOTACION: A partir de ahora suprimiremos de la notacién el

“w»

simbolo “-”, en la operaciéon producto entre elementos del cuerpo,

asi como entre éstos y los del espacio vectorial. Ademas, u — v
denotard u + (—v).

2.2 COMBINACIONES LINEALES, DEPENDENCIA E IN-
DEPENDENCIA LINEALES

2.2.1 DEFINICION

Sean {4 un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y uq,...,u, € U.

Se dice que un vector v € U es combinacién lineal de los vectores

Ui, ..., U, siysolosiexisten Aq,..., A\, € IK tales que

v=ANur+ -+ AUy,

2.2.2 DEFINICION

Sean U un espacio vectorial y uq,...,u, € U.

Se dice que los vectores uq, ..., u, son linealmente independientes
({uq, - .., u,} esun sistema libre) si y sélo si ninguno de los vectores
se puede escribir como combinacion lineal de los restantes.

En caso contrario se dice que los vectores uq,...,u, son
linealmente dependientes ({uy,...,u,} es un sistema ligado).
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2.2.3 PROPOSICION

Sean {4 un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y uq,...,u, € U.

Los vectores uq,...,u, son linealmente dependientes si y sélo si
existen escalares Ay, ..., A\, € IK, no todos nulos, tales que

Aug + -+ Apuy, = 0,

2.2.4 PROPOSICION

Sean {4 un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y uq,...,u, € U.
Los vectores uq, . .., u, son linealmente independientes si y sélo si
VAL, ..., €IK >\1U1—{—"'—{—>\nun:0u = A =---=X,=0.

2.2.5 PROPOSICION

Sean U un espacio vectorial y uy, ..., u,,v € U.

1. Siexisted € {1,...,n} tal que u; = 0,,, entonces {u1, ..., un}
es un sistema ligado.

2. Si {uy, ..., u,} es un sistema ligado, entonces {uq, ..., u,, v}
es también un sistema ligado.

3. 51 {uq, ..., u,, v} es un sistema libre, entonces {us, ..., u,}
es también un sistema libre.
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2.3 SISTEMAS GENERADORES, BASES Y DIMENSION

2.3.1 DEFINICION

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y & C U.

S es un sistema generador del espacio vectorial U si y sélo si
cualquier vector v € U es combinacion lineal de vectores de S,
es decir,

YVoeld duy,...,u, €S A, ..., A\ €IK, tales que

n
UV = Z )\ZUZ
1=1

2.3.2 DEFINICION

Un espacio vectorial es finitamente generado si y solo si posee algiin

sistema generador finito.

2.3.3 DEFINICION

Sean U un espacio vectorial y uq,...,u, € U.

{uy,...,u,} es una base del espacio vectorial U si y sdlo si:

e [s un sistema libre.

e s un sistema generador.

EJEMPLO: La base canénica de IR" es {éy,és,...,€,}, con

e =(1,0,...,0),&=(0,1,...,0),...,6,=(0,...,0,1).
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2.3.4 PROPOSICION

Sea {4 un espacio vectorial sobre un cuerpo IK.

Si B = {uy,...,u,} es una base del espacio vectorial U, entonces
cualquier vector de U se expresa, de forma unica, como combi-
nacion lineal de los vectores de la base, es decir,

n
Yveld A, ..., €K dnicos, tales que v = > \u,.
=

]

NOTACION: v, = (A1,..., ;) es el vector de las componentes o
coordenadas de v en la base B.

v=Mur+ -+ AU, & v = (A1 ).

2.3.5 DEFINICION

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y .S C U.
(S\={ueclU|Tuy,...,un €S IN,.... €K u=3 \u}.
i=1

(S) es el conjunto de combinaciones lineales de elementos de S.

OBSERVACION: S es sistema generador de U <= U = (5).

2.3.6 PROPOSICION

Sean U un espacio vectorial y uq, ..., u,,u € U.

Siu € (Ui, ...,u,), entonces (Ui, ..., Uy, U) = (U, ..., Up).
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2.3.7 TEOREMA

Todo espacio vectorial U # {0, } finitamente generado tiene base.

2.3.8 PROPOSICION

Todas las bases de un mismo espacio vectorial finitamente generado
tienen el mismo numero de vectores.

2.3.9 DEFINICION

Sea U un espacio vectorial finitamente generado.

Se denomina dimension del espacio vectorial U, y se representa por
dim U, al numero de vectores de una cualquiera de sus bases.

2.3.10 PROPIEDADES

Si U es un espacio vectorial finitamente generado de dimensién n,

entonces:
L. uy,...,u, €U lincalmente independientes = m < n.
2. {uq, ..., uy} sistema generador de U = m > n.
3. ug,...,u, € U linealmente independientes = {u,...,u,}
base de U.
4. {uy, ..., u,} sistema generador de td = {uy,...,u,} base de

U.
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2.4 SUBESPACIOS VECTORIALES

2.4.1 DEFINICION

Sea 4 un espacio vectorial sobre un cuerpo IK. Un subconjunto
no vacio & de U es un subespacio vectorial de U si y sélo si S es
un espacio vectorial sobre IK respecto a las leyes de composicion

heredadas de U.

2.4.2 PROPOSICION

Sean U un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y S un subconjunto
no vacio de 4. Son equivalentes:

1. S es un subespacio vectorial de U.

2. Vu,veS VAelK

(a) u+ves
(b) Au € S.

VA pelK Yu,veS Au+puvesS.

OBSERVACION: Si S es un subespacio vectorial de U, entonces
0, €S.

NoTA: {0,} v U son subespacios vectoriales de U (subespacios
triviales).

NoTA: dim({0,}) =0.
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2.4.3 PROPOSICION

Si U es un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y .S es un subespacio
vectorial de U, entonces toda combinacion lineal de elementos de
S pertenece a S

VneIN Yug, ... u, €S YAL... A\ €IK 3 Au; € S,
=1

2.4.4 PROPOSICION

Si U es un espacio vectorial sobre un cuerpo IK y S C U, entonces
(S) es el menor subespacio vectorial de U que contiene a S.

NOTACION: (S) es el subespacio vectorial generado por S.

2.4.5 TEOREMA

Sil es un espacio vectorial finitamente generado y V' un subespacio
vectorial de U, entonces:

1.dmV < dimU.
2. dimV =dimUd = U = V.



